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Theorie de Galois 



Corrige de la Feuille d'exercices 1 



Exercice 1. 



(i) Soit I un ideal non nul de k[X]. Soit P un polynome non nul de I de degre minimal. 
Alors pour Q £ I \ {0}, ecrivons la division euclidienne Q = AP + B de Q par P, avec 
deg(-B) < deg(P). Alors B = Q — AP £ /. Done B = car P est de degre minimal. 
Done P engendre I. Maintenant si un autre polynome R engendre I, alors R divise P et 
P divise R. Done ils sont de meme degre et il existe A £ k* tel que R = XP. Ainsi les 
polynomes generateurs de / sont les multiples non nuls de P. Parmi ceux-ci, il y a un seul 
polynome unitaire. 

(ii) L'algebricite de x implique immediatement que I x / {0}. Maintenant comme pour 
P, Q polynomes on a (PQ)(x) = P(x)Q(x) et (P+Q)(x) = P(x) + Q(x), I x est clairement 
un ideal. 

(iii) Si Tl x n'etait pas irreductible, on aurait une factorisation Ii x = QR avec Q,R £ 
k[X] tels que deg(Q),deg(i?) < deg(II- c ). Alors Q(x)R(x) = 0, et comme k est un corps, 
Q(x) = ou R(x) = 0. On a done un polynome de I x non nul de degre strictement 
inferieur a celui de P, contradiction. 

(iv) Pour P, Q polynomes et A £ A: on a (PQ)(x) = P{x)Q{x) et (P+XQ)(x) = P(x) + 
\Q(x), done k[x] est clairement une sous-A;-algebre de K. Soit B — {1, • • • ,x deg ^ Ilx '~ 1 }. 
Pour P £ k[X], ecrivons la division euclidienne P = AU X + B de P par 11^, avec deg(-B) < 
deg(Il x ). Alors P{x) = B{x) £ Vect(S). Done B est generatrice. Maintenant si B etait 
liee, on aurait un polynome P annulateur de x tel que deg(P) < deg(II.j;) — 1, contradiction. 
Done on obtient une base de k[x] et [k[x] : k] = deg(II x ). 

(v) II ne reste plus qu'a montrer que y £ k[x] \ {0} admet un inverse dans k[x]. 
D'apres (iv), il existe P £ k[X] tel que y = P(x) et deg(P) < deg(II x ). Or d'apres (iii), 
H x est irreductible. Comme 11^ ne divise pas P, ils sont premiers entre eux. Le theoreme 
de Bezout donne Q,R £ k[X] tels que PQ + H X R = 1. On alors P(x)Q(x) = 1, et 
Q(x) £ k[x] est un inverse de y. Notons qu'en utilisant 1'algorithme d'Euclide etendu aux 
coefficients de Bezout, on obtient une methode theorique de calcul de l'inverse. 

Exercice 2. 

(i) On a (V7) 2 - 7 = et (e 2i7T / 17 ) 17 -1 = 0. Soit x = V2 + ^5. Alors (x - v^) 3 = 5, 
e'est a dire x 3 + 6x - 5 = 2^/2 + 3^x 2 et (x 3 + 6x - 5) 6 - 2(2 + 3x 2 ) 2 = 0. Done x est 
algebrique sur Q de degre au plus 6. 

(ii) Soit z = a + ib £ C avec a, b £ R. Alors (z — a) 2 + b 2 = 0. 

Exercice 3. 

(i) Si X 3 — 2 n'etait pas irreductible sur Q, il aurait une racine dans Q car son degre 
est 3. Une telle racine est de la forme p/q avec p, q £ Z premiers entre eux. Alors p 3 = 2g 3 
et p est pair. On peut ecrire p = 2p' et done g 3 = 4(|/) 3 . Done q est pair, contradiction. 

(ii) D'apres (i), X 3 — 2 est le polynome minimal de \[2 sur Q qui est done de degre 3. 
Si v2 = a + b\/c avec a,b,c £ Q, on aurait ( v2 — a) 2 — b 2 c = et v2 serait de degre au 
plus 2 sur Q, contradiction. 

(iii) Comme Q[y2] est un corps de dimension 3 sur Q, on connait l'existence de tels 
a,b,c £ Q. On developpe 1 = (\fi - \){a + b\/2 + c\fi), ce qui donne 1 = (-a + 26) + 
V2(— b + 2c) + v4(a — c). En identifiant les coefficients sur la base (1, y2, \/4) et en 
resolvant le systeme on obtient a = c = 1/3 et b = 2/3. 



Exercice 4. 

(i) Si [L : k] < oo, on a [K : k] < oo car K est un sous £;-espace vectoriel de L. De 
plus, si L contenait une famille libre pour K, elle serait libre pour k, ce qui n'est pas 
possible. Done [L : K] < oo. Maintenant si [L : K] < oo et [if : k] < oo, soit (aj)i<j<Ar 
(resp. {bj)i<j<M) une base de if sur A; (resp. de L sur if). Alors un x G L s'ecrit 
x = l^i<j<M^i^' avec -\j e ^- Chaque Aj s'ecrit Xj = Yl,i<i<n ^i,j a i avec Mi,j ^ &) 
et done x = Y^i<i<N,i<j<M ^i,j a i b j- Donc {o»&j}i<i<JV,i<j<M genere L sur fc et done 
[L : k] < oo. Montrons de plus qu'on obtient une base. Si on a une combinaison lineaire 
= T,i<i<N,i<j<M Vijaibj sur k, alors = Ei<j<tv(Ei<,'<m Vi,j a i) b j- Par liberte des b, } 
sur if, on obtient ^ 1<XM Mijtti = pour chaque i. Par liberte des a, L sur fc, tous les fiij 
sont nuls. Donc la famille est libre. La relation sur les dimension en decoule directement. 

(ii) On applique le resultat precedent avec K = k[x] et L = k[x,y]. On obtient 

[k[x,y}:k} = [k[x}:k}[(k[x})[y}:k[x]}. 

II suffit donc de montrer que [(A;[x])[y] : k[x]] < [k[y] : k]. Ceci est clair car le polynome 
minimal de y sur k est un polynome a coefficient dans k[x] et donc est un polynome 
annulateur sur k[x]. Maintenant x + y,xy g k[x, y], donc [A;[x + y] : k] < oo et [fe[xy] : k] < 
oo. Donc x + y et xy sont algebriques sur k. 

Exercice 5 

(i) Comme [K : k] = 2, on peut completer {1} en une base {f , z} de K sur k. Alors il 
existe \,/j, G k tels que z 2 = Xz + fi. Comme la caracteristique de k n'est pas 2, ceci s'ecrit 
(z — ^) 2 = M + 4. On pose x = z — |. Alors par construction x 2 G fc. De plus comme 
z $. k, on a x ^ k et i^ = fc[x]. 

(ii) Pour un tel autre i/,onaA,p6 fe tels que y = Ax+/i. Alors 2A/xx = y 2 — X 2 x 2 — y? G 
fc. Comme x ^ A: et la caracteristique est differente de 2, ceci implique A = ou \i = 0. Si 
A = 0, y = fj, G k, contradiction. Donc \i = et y = Xx avec A / car y / 0. 

(iii) D'apres ce qui precede, une telle extension K s'ecrit K = QL/-] avec p, q G Z 

premiers entre eux. En multipliant par q G Q, on voit que K = Q[^/pq\. Si pq = r 2 p'q' 
avec p',q',r G Z, on a if = Q[r-\/pVJ = Q[\/pV]- Done if = Q[-y/n] avec n / f dans 
Z sans facteur carre. Si e'est vrai pour un autre m, d'apres (ii) on a ^/n = j\/m avec 
s, t G Z premiers entre eux. Alors nt 2 = ms 2 et le Lemme de Gauss implique que s 2 divise 
n et t 2 divise m. Comme m et n n'ont pas de facteur carre, on en deduit s 2 = t 2 = f et 
m = n. 

Exercice 6 

(i) Si D a une equation de la forme y = Ax + B avec A, B G R, on a par hypothese 
xi / X2 G fc tels que Ax\ + S, Ax2 + B £ k. Donc A,B G k. Sinon D a une equation de 
la forme x = A. Comme la droite contient un point de k 2 , on obtient A G k. 

C a une equation (x — xo) 2 + (y — yo) 2 = R 2 avec (xo,yo) £ k 2 les coordonnees du 
centre. Comme C contient un point de k 2 , on obtient R 2 G k, d'ou le resultat. 

(ii) Dans le premier cas, on ecrit une equation de la droite aX + bY + c = et du cercle 
X 2 + Y 2 + dX + eY + / = avec a, b, c, d,e, f G k. Si b ^ 0, on ecrit y = —c/b — ax/b et 
on substitue y dans l'equation du cercle. On obtient une equation de degre au plus 2 et 
[k[x] : k] < 2. Comme y G fc[x], on a aussi [fc[y] : fc] < 2. Le raisonnement est analogue si 

Dans le cas de deux cercles, le raisonnement est analogue en commencant par soustraire 
les deux equations de cercle pour obtenir une relation du type (d—d')x+(e—e')y+(f—f) = 
0. 

(iii) Si la condition de la definition du cours est satisfaite, on obtient la suite de 



corps ko, ■ ■ ■ ,k n en appliquant successivement le resultat de (ii) aux points Pi,P2,- ■ ■ ■ 
Reciproquement, l'extension k{-\ C ki est quadratique est done d'apres l'exercice 5 on a 
ki = ki-i[x] avec x 2 G k*_ 1 . D'apres le cours, x est constructible, et on peut done conclure 
par recurrence sur n. 

(iv) Considerons deux elements x,y constructibles avec des suites de corps comme ci- 
dessus ko, ■ ■ ■ , k n et k' Q , ■ ■ ■ , k' , qui leurs sont respectivement associees. Alors on definit 
une nouvelle suite de corps K Q = k , ■ ■ ■ , K n = k n , K n+1 = k n [k[],- ■ ■ , K[ n+n ,] = k n [k n ']- 
On supprime les corps redondant dans la suite, et on obtient une suite comme dans 
l'enonce. Or x + y,xy,x~ l G k n k n >, ils sont done constructibles. 

De plus, si x est constructible, le degre de x divise [k n : feo] qui vaut 2 n par le theoreme 
de la base telescopique. Done x est algebrique et son degre est une puissance de 2. 

(v) Dans ce cas, le degre de cos — est de la forme 2 n . Mais ce degre est (jp — l)/2 
d'apres l'exercice suivant, done p — 1 = 2 n+1 . 

Exercice 7 

(i) Le critere d'Eisenstein avec p = 19 donne le resultat immediatement. 

(ii) Comme %(X) = %=±, on a %{X+1) = (X+ j P ~ 1 = Ei< fc < P CjX*" 1 . Le critere 
d'Eisenstein avec p s'applique a ce polynome, done & P (X + 1) est irreductible, done $ p (X) 
aussi. 

(iii) On suppose que p > 2. D'apres ce qui precede, $~(X) est le polynome minimal 
de x = e 2t7T ' p sur Q done son degre est p — 1. Maintenant, cos(27r/p) = ^t| — done 
Q[cos(27r/p)] C Q[x]. Mais aussi x 2 - 2a; cos(27r/p) + 1 = done [Q[x] : Q[cos(27r/_p)]] 
divise 2. Ce n'est pas 1 car x n'est pas reel. Done [Q[x] : Q[cos(27r/p)]] = 2 et d'apres le 
theoreme de la base telescopique, [Q[cos(2tt/p)] : Q] = [qi^q^o^/p)]} = (P ~ l )l 2 - 

Exercice 8 

(i) Si on a un corps intermediaire k C K' C K, on a d'apres le theoreme de la base 
telescopique [K : k] — [K : K'][K' : k]. Comme [K : k] est premier, [K : K'\ = 1 ou 
\K' : k] = 1, done K' = K ou K' = k. 

(ii) On afcc k[x 2 ] C k[x] et d'apres le theoreme de base telescopique 

[k[x] :k] = k[[x 2 } :k][k[x] : k[x 2 ]]. 

Si x £ k[x 2 ], x est de degre 2 sur A; [a; 2 ]. Done [k[x] : A;[x 2 ]] = 2, contradiction car [k[x] : k] 
est impair. Done k[x] = k[x 2 ]. 

(iii) Pour 1 < i < n, soit P t (X) = {x _ Xi y { *}_ Xi _ iY Alors P t (X) G (Q[xi, •• • ,x,_i])[X], 
deg(Pj) = n — % + 1 et Pi{x.j) = 0. Done 

[(Q[xi,--- ,Xj_i])[xi] : Q[xi,--- ,Xj_i]] < n-i + 1. 

En utilisant la base telescopique, on obtient 

[Q[xi,--- ,x n ] : Q] = [Q[xi] : Q][Q[xi,x 2 ] : Q[xi]] ••• [Q[xi,--- ,x n ] : Q[xi,--- ,x n _i]], 

d'ou le resultat. 



